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Consideremos I = [0, 1], X um espago topologico e z¢p um ponto de X.

Definicao: Por um lago em X baseado em x(y entendemos uma funcao continua « :
I — X tal que a(0) = a(1) = xo.

Denotemos (X, z9) o conjunto de todos os lagos em X baseados em xg.

Definigao: Dados a e § lagos em X baseados em xg, dizemos que a é homotopico a
0, se existe uma aplicacao F': [ x I — X continua tal que:

1) H(t,0) = alt); H(t,1) = B(t),Vt € I
2) H(0,s) =x9 = H(1,s),Vs € I
A aplicagdo H é dita ser uma homotopia entre o e 3 e usaremos a notacao o ~ 3 para

significar que « é homotopico a .
E facil verificar que a relacdo ~ ¢ uma relacio de equivaléncia em Q(X, zg).

Definigao: Se a, 3 € Q(X, ), definimos o lago justaposto (a* 3) : I — X por

[ a2)se 0<t< 3
(ax B)(¢) _{ BRt—1)se t<t<1
Entao o conjunto quociente M munido da operacao [a].[] = [« * ] € um grupo,

chamado o grupo fundamental de X com ponto base xg, o qual sera denotado por 71 (X; xo).
Quando X é conexo por caminhos é um resultado conhecido que este grupo independe
do ponto base, razao pela qual simplesmente o denotaremos por 7 (X).

Também podemos definir homotopia entre aplicacoes, da seguinte forma:

Definigao: Sejam f,g: X — Y aplicagoes continuas, onde X e Y s@o espagos topo-
l6gicos. Dizemos que f é homotopica a g relativamente a A C X se existe uma aplicacao
continua H : X x I — Y tal que:

1) H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z); Vo € X
2) H(a,t) = f(a) =g(a); Vac AeVtel

A aplicacao H é dita ser uma homotopia entre f e g. Notagao: f ~4 g.

A partir disso, diremos que um espago topologico é contratil quando existir zg € X
tal que as aplicagoes Idx : X — X dada por Idx(z) = x e K;, : X — X dada por



Ky, (x) = o, Yo € X forem homotopicas. Isto nos diz que um espago topolégico contratil
pode ser deformado continuamente em um tnico ponto.

Usando as defini¢oes acima e alguns resultados auxiliares, é possivel obter os seguintes
resultados:

1) m1(S1) = Z, onde St = {(x,y) € R%; 2% + 42 = 1}.

2) O disco D = {(z,y) € R%;2? + y? < 1} & contratil.

3) Se um espago topologico X é contratil, entao m(X) = {0}.
4) m (D) = {0}.

Agora, considerando um caminho v : I — S!, o caminho 7 : I — R ¢ dito ser um
levantamento de 7 & reta real R se po7% = 7, onde p : R — S! definida por p(t) =
(cos 27t, sin 27t) é a aplicagao exponencial.

Se o caminho 7 é tal que 7(0) = (1,0), entdo sempre existird um levantamento 7 de
v tal que 7(0) = 0. Assim, definimos o grau de um caminho, denotado por gr(y), como
sendo o namero (1) o qual é um namero inteiro.

Definigao: O grau de uma aplicacio f : ST — S! continua, denotado por gr(f), é
o grau do caminho f o pg, onde py ¢ a restrigao da aplicagdo exponencial, p, ao intervalo
I =10,1]. Ouseja, gr(f) = gr(fopo) = f(1) onde f é o levantamento do caminho f o py.

A seguir veremos alguns lemas que servirao como ferramentas para demonstrarmos o
Teorema de Borsuk-Ulam.

Lema 1: Seja v : I — X um caminho. Existe 7 : S1 — X tal que v = J o pp se, e
somente se, v é um laco.

Demonstragao: Suponhamos que v é um caminho que pode ser escrito como v =
¥ o po, onde 7 : St — X. Entao v(0) = (7o po)(0) = 7(po(0)) = F(po(1)) = (1), pois
po(1) = po(0). Logo, v é um lago.

Reciprocamente, se y ¢ um lago, entao v(0) = «(1). Consideremos 7 : St — X definida
por ¥(x) = 7(t), onde t, € I é tal que py(t;) = x. Tal t, sempre existe pois a aplicagdo
po é sobrejetora.

Temos que 7 estéd bem definida, pois v € um lago. Também é continua pois esta definida
em fungao de v que é continua. Seja t € I qualquer, (7o py)(t) = v(t) pela defini¢ao de 7.
Portanto, v =7 o po.

Lema 2: Seja f :NS1 — S* continua. A aplicacdo f é homoto6pica a uma constante se,
e somente se, existe f : S — R continua tal que f = po f.

Demonstragao: Suponhamos que f seja homotdpica a uma constante. Entao, o
caminho f o py é homotopico a uma constante o que implica gr(f) = gr(fopy) = 0. Logo,



]/”\(0) = f(l) =0, onde f é o levantamento do caminho f o pg, e portanto f ¢ uma lago.
Pelo lema anterior sabemos que existe fv: S — R tal que f: fo 0.
Segue que, po f: po fopy mas po f: fopo pois fé o levantamento de f opg. Logo,
po f~o po = f opo 0 que implica p o f: [ J& que pg € sobrejetora. B
Reciprocamente, suponhamos que exista f : S — R continua tal que f =po f.
Temos que R & contrétil, ou seja, idr ~ ko onde idr(z) = x e ko(z) = ko para todo
z € R. Assim, f =idgo f ~ koo f =k} onde kj, : S — R & constante e igual a ko.
Logo, ]?N k{ o que implica f =po fhomotépica a uma constante.

Lema 3: Seja f : S' — S! uma aplicacdo continua homotoépica a uma constante.
Entdo, existe y € S tal que f(—y) = f(y).

Demonstragao: Pela hipotese, utilizando o lema anterior, temos que existe uma
aplicacdao f: S' — R continua tal que f = po f. Seja yg € ST qualquer.

Se f(—yo0) = f(yo), entdo este é o ponto procurado e o lema estara demonstrado.

Caso contrario, temos que f(—yo) =+ f(yo). Desta forma, definimos g : S* — R por
g(y) = f(y) — f(—y). Tal aplicacdo é continua e

9(yo) = f(vo) — f(=vo) = —=(f(=v0) — f(v0)) = —g9(—yo) # 0.

Logo, g assume valores de sinais opostos em yo e em —yp, implicando na existéncia de
y1 € ST tal que g(y1) = 0, ou seja, f(y1) = f(—y1)
Logo, f(y1) = (po f)(y1) = (po f)(—=y1) = f(=w).

Por extensao de uma aplicagdo g : X — X, entendemos uma aplicagao h : Y — X tal
que hoi =g, onde X CY e denota a inclusao de X em Y.

Lema 4: Se g : S — S! é uma aplicacio continua que se extende ao disco D, entdo
g € homotopica a uma constante.

Demonstragao: Como g se extende ao disco, temos que existe uma aplicagao
h:D — S' tal que hoi =g, onde i: S — D ¢é a inclusio.

Pelo fato de D ser contratil existe z9 € D tal que idp ~ kg,, onde idp denota a
aplicagao identidade do disco no disco e kz, denota a aplicagao constante igual a xg. Isto
implica que g = hoi = hoidp oi~ hoky, 0i = ky(y,), onde ky ) (x) = h(xo) para todo
x € D ¢é a aplicagao constante.

Portanto, g é homotoépica a uma constante.

Como consequéncia destes lemas temos o

Teorema de Borsuk-Ulam: Seja f : S2 — R? uma aplicacdo continua qualquer.
Entdo, existe x € S? tal que f(z) = f(—=z).

Demonstragao: Suponhamos que f(z) # f(—z), para todo x € S2.
Consideremos (S2)™ = {(x1, 72, 23) € S%;23 > 0} o hemisfério superior da esfera S2.
Entdo, pela suposicio feita, devemos ter que para todo y € (S2)*, f(y) # f(—vy). Desta



forma, podemos definir g : (S2)* — S da seguinte maneira g(x) = %, a qual é

continua.
Olhemos S = {(z1, 22, 73) € S%; 23 = 0} e consideremos a seguintes aplicacoes:

e i:S! — D, definida por i(z,y,0) = (z,y) para todo (z,y,0) € S1;
e h:D — (S?)*, definida por h(z,y) = (z,y, /1 — 22 — y?) para todo (z,y) € D.

Através desta aplicacdo h, obtemos uma nova aplicacio go h : D — S1, a qual é uma
extensdo de g|g1 ao disco. De fato, para todo (z,y,0) € S temos:

((g o h)oi)(x,y,0) = (g0 h)(z,y) = g(z,y, /1 — 2% —y?) = g(x,y,0), pois * + 3> =1

Logo, (g o h) oi = g|g1 nos permitindo concluir, pelo Lema 4, que g|g1 ¢ homotopica a
uma constante.
Agora, pelo Lema 3, temos que existe y € S! tal que g|g1(—y) = g|g1(y). Mas

gls1(—y) = —g|s:(y) o que implica g|g:1(y) = 0 ou equivalentemente f(y) = f(—y), con-
tradizendo a suposicao.
Portanto, existe z € S? tal que f(z) = f(—x). ]

O teorema acima nos diz que uma aplicacdo continua de S? em R? ndo pode ser
injetora.
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